
DISTRIBUCION DE: FUERZAS S,ISMICAS
EN FORMA MATRICIAL.

log. Francisco Sentínell'i

Se presenta en este trabajo, un procedimiento practico, basado en el méto­
do de la rigidez, que permite calcular las acciones debidas a la fuerza
sísmica en los elementos de rigidez de una planta, mediante un producto
"matricial" de una matriz [A] por otra [An]

o sea [Ae} (A] (An]

[Ae! contiene las acciones en los elementos.

[A) es una matriz de distribución

(An) es una matriz de las acciones sísmicas en la planta para las disti~

tas situaciones contempladas por el Código de Construcciones Antí­
sísmicas. A ambas matrices se puede llegar con operaciones matricia
les sencillas.

y
CD Ryt.

l1y XII

6 x - -~- - - tI,-----------
L;;./-----+-------ai!!®~~-R X2 -----J

X
F(·)

~~ x(·)
z·) deformaciones

10) Acciones nodales; Deformaciones nodales i Matriz de Rígidez de nudo:

Tomemos en la Fig. 1 una planta y un origen de Coordenadas e coincidien
do con el centro de masa.

(.) X

coordenadas
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En la planta actúan tres acciones Ax. Ay, Az, y se producen tres defo~

maciones X, Y, z.
Con todas las acciones en el Punto e se forma un vector de acciones no
dales

[An)

Igualmente con las deformaciones se forma un vector de deformaciones
nodales

[X) \ ~ ]
Las acciones nodales tAn) y las deformaciones [X) se pueden relacio-I
nar por medio de una matriz llamada de rigidez de nudo [Ro)

(AA] [Ro] [ XJ (J)

2°) Acciones en los elementos - Deformaciones en los elementos - Matriz de
Rigidez de elementos

En la Fig. 1 hemos indicado 4 elementos de rigidez para absorver la II
fuerza sísmica. Los elementos 1 y 2 orientados según el eje x, los
elementos 3 y 4 orientados según el eje y. Llamaremos con Ael, AeZ.
Ae3' Ae4, a las acciones que reciben los elementos y con Del, Dez, II
De), De4, a las deformaciones correspondientes en la cabeza del elemen
too Sabemos que:

Ael :: Rx.l Del

AeZ :: RX2 De2

Ae3 R:! 1 De}

Ae4 RY2 De4

lAe¡ 1 [ De¡ [ ~¡
O O

JJ[Ae] = AeZ [De]
_ DeZ

[Re) = ~ Rx2 O
Ae3 - De3 O Ry 1
Ae4 Oe4 O O

lAe) acciones en los elementos

[De) Deformaciones en los elementos.

[Re] = Matriz de Rigidez de elementos.

[ Ae1 = [ Re ) l DE] ®

X=l Y=l 2=1Pero Del = X + Yl Z

De2 = X + Y2 Z 1

y Z [De)
2

De3 = + Xl = }

De
4

Y + Xz 2 4

1 O YI
1 O Y2
O 1 Xl
O 1 x2
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Llamando (Dexu] ==

1 O YI
l O Y2
O 1 xl
O 1 x2

l Dexu] = Matriz de deformaciones de elementos cuando
las (X] toman valores unitarios.

[De] [Dexu] [X]

3°) Calculo de la Matriz de Rigidez de Nudo

Se aplica al Teorema de los trabajos virtuales, tomando como' deforma­
ciones vírtuales las deformaciones de nudos (X)

Te == Ti

[X]T [An] = [De) T lAe J ®
0) deducímos [De] T lX JT T

De (Dexu)

y de ® [ Ae] = [Re] l De ] [Re] [Dexu1 l xl Q)

Reemplazando en ®
{J{'f [An)

1'" T
[X 1Jrl [Dexu] [Re] [Dexu 1

[An) T
[ Re J [Dexu] [X) ®= [Oexu J

Comparando la ® con la Q) surge:

[Rn) r(Dexu] [Re) lDexu]

Haciendo los productos matríciales:

[Re] =

T
[Dexu] ==

1 O YI

I O Y2
[Dexu] =

O I xl

O l x2

Rx I RXI O RxI'YI

Rx2 Rx2 O RX2'Y2 F[ R}== {RE?,][De

RYl O RYl Ry l' xl

RY2 O RY2 RY2·x2

1 1 O O ~Rxí O ~ Rxi .yi
- --

O O 1 l O ~ Ryi ~ Ryi. xi

YI Y2 xl x2 ~Rxiyí :E Ryixi ~ (RxiYI + Ryix
i
2~

xu]

Rn

~ Rxí lb<: Rigidez total en la dirección x.

~Ryi == Ry = Rigidez total en la dirección y.

~Rxiyi == Sx == Momento estático de las rigideces x respecto al eje x.

~Ryixí Sy == Momento estatico de las rigideces y respecto al eje y.

25



+ Ryi x~) = le = Momento de inercia polar de las rigideces
~ respecto de C.

La matriz [B) y la [Rn] las podemos escribir:

[ B J =

[Rn] =

Rxl O SXl

Rx2 O SX2

O RYl SYl
O RY2 SY2

Rx O Sx

O Ry Sy

Sx SY lc

4°) Simplificación:
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Trasladando el origen de coordenadas al centro de rigidez, que respon­
de a las expresiones

~ Ryi yí
Rx

Sx
Rx

= :E Ryi XJ.

Ry
=: .2L

Ry

La matriz de rigídez de nudo toma la forma:

(Rn] =:

Rx O O

O Ry O I
O O IR

I J

que es una matriz diagonal. fácil de invertir.

5°) Calculo de las acciones en los extremos de los elementos

De la expresión a> deducimos:



[xl = [Rn]-l (Ah)

Utilizando la expresión éV
[Ae) = (Re] [Dexu) (Rnl- 1 (An) :: (B] (Rn)-l (An) = lA) [An]

La inversión de (Rn) es inmediata:

[Rn) -1 ::

1
O O

Rx

O
1

ORy

O O
1

IR

Haciendo el producto matricial de la matriz (Bl por la (Rn)-l se obtie
ne la matriz t A ]

1
O ORx

lRn r 1
O

1
O=

Ry

O O
1

IR

Rxl O Sxl
Rx, O SXl
~ -iR

Rx2 O Sx2 ~ O
Sx2

Rx IR

O Ryl 5y1 O ~
5yl

Ry IR

O Ry2 Sy2 O ~ ~Ry IR

(B] :: = [A)

Observando la matriz (A] vemos que está formada por rigideces relati­
vas.

[A] =

fl ° rl

P2 O r2

O f3 r3

° P4 r4

6°) Matriz de acciones nedales para distintas situaciones según el Código

Según el Código deben tomarse 4 excentricidades

e = 1,5 Yr + 0,1 Ly e 1,5 Xr + 0,1 Lxy1 xl

ey2 = 1,5Yr-0,1 Ly ey.2 :::- 1,5 Xr - 0,1 Lx

Sismo <D en la dirección X
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[ Fsx

1Ax Fs:x ; Ay O· Az -Axeyl [Anl]
-~sxe"l

,

Sismo Q) en la dírección X:

rsx

]Ax = Fsx; Ay = O; Az = -A:xe v 2 [An2}

-~s:x.eV2
Sismo Q) en la dirección y .

• r
]

O

Ay = Fsy; Ax = O; Az :: -Aye·xl [AnJ] :: lRsy
-Fsye

xl

Sismo ® en la dirección Y: O

]Ay :: Fsy; Ax = O; Al. - AyeY 2 [An4] :: Fsy
-Fsy.ey2

Matriz: l[ Anl] ; l An4] ][An] =. (An2] ; [An3] ;

En un sólo cuadro se pueden calcular las acciones en los elementos y

definir las más desfavorables:

1

2

3

4

fsx Fsx O O

[An 1= O O Fsy Fsy

-Fsxe v l -Fsxe v 2 -Fsyexl -Fsye x 2

fl O rl

f2 O r2

O r3 r3

O f4 r4

acciones más
desfavorables

7°) Aplicación practica:

Planta rectangular Ly = 10m., Lx = 20 m.) con 4 elementos de rigidez
con fuerzas sísmícas en las 2 direcciones de 20 t.
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ler. Procedimiento:

a) Determinaci6n del Centro de Rigidez y cambio de coordenadas
Estas determinaciones se pueden hacer según planillas conocidas.

El RJ<i Yi RxiYí y!
l.

1 3 S 15 4
2 2 -5 -10 -6

Ry = S 5

El R)"i X'i Ry'Xi x~

3 3 10 30 8
4 2 -la -20 -12

5 10

YR
S

1 XR
10

2-5- = = '"5

y! = Yi - YR X~ = Xi - XRl. 1

b) Calculo de las excentricidades y vectores de acciones nodales según
el C6digo

exl '" 1,5 (1) + 0,1 (lO) 2,50 eyl 1,5 (2) + 0,1 (20) = 5

ex2 '" 1,5 - 1 0,50 ey 2 = 3 - 2 '" 1

[AnlJ ~[J] [An2J = [-:g] [An3 ] ~ [ 2g1' [An4 ] ~ [ 2g]
-100 -20

c) Determinaci6n de la matriz [A] : Partiendo de la matriz y¡ , Yí '

xi y Xl se obtienen de la planilla punto (a)

1 O I

Yl
1 O Yi(')exu ]
O 1 Xl

1
O 1 Xl

2

[Re)

T
(Oexu] =

1 O 4 [M ]-1

[ oexu] 1 O -6 0,2 O O
=

O 1 8 O 0,2 O

O 1 -12 O O 1/600

3 3 O 12 0,6 O 0,02

2 2 O -12 0,4 O -0,02
.-

3 O 3 24 O 0,6 0,04

2 O 2 -24 O 0,4 -0,04

1 1 O O 5 O O [Al

O O 1 1 O 5 O
f---.---

4 -6 8 -12 O O 600

..--[ Ril] ----,'
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d) Calculo de las acc~ones en los elementos

[Ae) = [A) [An

[A]

20 20 O O

(An 1 = O O 20 20

-50 -10 -100 -20

0,6 O 0,02 11 11,8 -2 -0,4

0,4 O -0,02 9 8,2 2 0,4
1

O 0,6 0,04 ··2 -0,4 8 11 ,2
-

O 0,4 -0,04 2 0,4 12 8,8

Acciones máximas

11,8

9

11 ,2

12

2~ Procedimiento: Totalmente con operaciones matriciales

El punto (a) se puede hacer conjuntamente con el (e) agregando una
columna más la <D en cuyo extremo superior se coloca el vector.

( V]

-y
R

-x
R

1

[Re)

T
[ Dexu]

-1
1 O y1. [ R I ['.J

1 O y2 -y l/Rx O O
[ Dexu] '" r-"

R
O 1 xl -~ O l/Ry O

---
O 1 x2 1 O O l/IR

Rl Rl O Sxl 5'xl PI O n

R2 R2 O 5xZ S'x2 f2 O rZ

R3 O R3 5yl S 'y1 O f3 r3

R4 O R4 Sy2 S'y2 O P4 r4 I
1 1 O O Rx O Sx O

O O 1 1 O I Ry Sy O Cuadro CD
-

Yl y2 Xl X2 Sx Sy lc IR

.1-'--{Rn]---I/

=(A)

Multiplicando [B} . : vJ y [Rn) . (V 1 se obtienen las úl­

timas columnas de la matriz [B'] y la últíma de (R'n]

La matriz [A] = (B'] [R'n)-1

El punto (b) se puede unir con el (d) en uo sólo cuadro matricial
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[F] =

1 O O O 1 1 O O

O 1 O O O O 1 1

le ] = l,5YF o O,lLy o 1 -1 I o o
o l,5~ O O,1L>: o o ! 1 -1

Fsx O O O

O Fsy O O D
I

o o -Fsx -Fsy I
, -¡-

PI O rl i I

P2 o r2 !
1Cuadro ® i

O P3 r3 ! I
; I---1-..._.-

O P4 r4

= [T]

= [An]

= [Ae]

La matriz [F] contiene las fuerzas sísmicas.
La matriz [e] contiene las coordenadas del centro de rigidez multiplicadas
por 1,5 y las dimensiones Ly, Lx principales de la planta multiplicadas I
por 0,1.

[D]=[F][C]

La matriz [T) es independiente de los datos.

Por último

(An ]

[Ae J

l D) [Tl
[A] (An]

Nuestro problema practico 10 resolvemos por lo tanto con 2 cuadros.

Cuadro 1~- e¡¡culo de [A]

[Re]=

T[Dexu] =

1 O 5 [R'rfl

[Dexu)
1 O -5 -1 0,20 O O

=

O 1 10 -2 O 0,2 O

O 1 -la 1 o o 1/600

3 3 ° 15 12 0,6 O 0,02

2 2 o -10 -12 0,4 o -0,02

3 ° 3 30 24 o 0,6 0,04

2 o 2 -20 -24 ° 0,4 -0,04

1 1 O o 5 o S O,

O O 1 1 o 5 10 o
S -5 10 -10 5 10 625 600

[Al

Para obtener lA) = lB') lR,~-l

[B ,] en la matriz [B] cambiando la tercer

YR
Sx S

1= -- = - =
Rx 5

~
= 2..l. = la = 2Ry 5 columna, por 10 tanto debemos prescin­

dir de la columna tachada.
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Cuadro 2: cálculo de lAn] y [Ae]

11 ,2

12

11,8

9

[TI
1 O O Ür 1 1 O °
O 1 O O O I O! 1 1

[C] -- ---1----
1,5 O 1 O 1 -1 ¡ O O

-
O: 0-1 1:-1O 3 O 2

- - ¡.--

20~ ~~20 O ° O I 20 I O O O---- l--o -- ------1
O 20 O O O 20 O O O ~O 20

O O -20 -20 -30 -60 -20 -40 -50 -la I -100 I - 20
"

0,6 O 0,02 11 11,8+_ -2 -0,4_.
~.

[ A ]
i 0,4 o -0,02 9 8,2 2 0,4

== I o I
-

0,6 I 0,04 -2 -0,4 8 11 ,2

O 0,4 -0,04 2 0,4 12 8,8

[F] (An.

acciones

Fsx fsy 20
máximas

t

YR 1 Ly la

~ 2 Lx '= 20

IlIlprlOSO en la
11Il1'rl'nl:1 I)r. llcriherto Wi.llJhall~en

(k 1:1 I :Jl"IJlLlJ dl" I ngt'nienoa
tle j:l U.N oc.

~krH.lo/:1 ° 1{l'rtOlblica /\l~enllll;'
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